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В статье разрабатывается процедура МНК-оценки параметров линейных 
траекторий с зависимыми параметрами и их корреляционные матрицы. 
 
Введение. На практике имеют место случаи движения совокупности 
объектов по траекториям с зависимыми параметрами. Так, например, в 
модифицированной орбитальной системе координат [1] космические объ-
екты, запущенные одной ракетой-носителем, по временной координате 
движутся по линейным траекториям с одинаковым начальным положени-
ем и различной скоростью [2]. Существуют случаи движения объектов с 
одинаковой скоростью и разным начальным положением. 
Анализ последних достижений и публикаций. Впервые понятие 
зависимых траекторий было введено в работе [2], посвященной оценке 
параметров траекторий по смешанной выборке наблюдений. Процедура 
МНК-оценки параметров зависимых траекторий и соответствующая 
корреляционная матрица ошибок  ранее не исследовались. Вместе с тем 
для зависимых линейных траекторий (с одинаковым начальным положе-
нием и различной скоростью или с одинаковой скоростью и различным 
начальным положением) нижней границей СКО оценок, полученных по 
смешанной выборке [2], может служить СКО МНК-оценок параметров за-
висимых линейных траекторий по классифицированной выборке измере-
ний. Общая теория метода наименьших квадратов изложена, например, в 
[3]. Процедура МНК-оценки параметров линейных траекторий известна 
[4], при этом при равноточных (σ2) и равнодискретных (Т0) измерениях    
СКО по начальному положению у0 и скорости V объекта составляет 
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, соответственно, где N – количество измерений. 
Постановка задачи. Рассматривается однокоординатный случай 
движения объекта по линейной траектории i0i tVy)(y  , где ti – вре-
мя; }V,y{ 0
T    вектор-столбец параметров траектории. Результаты 
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наблюдений представляют собой классифицированную (каждому изме-
рению поставлен в соответствие объект) совокупность измерений 
Y = {y11, … , yji, … , yQNj}, сформированных в дискретные моменты вре-
мени  t11, … , tji, … , tQNj и связанных с положением объекта в данные 
моменты уравнением yij = yi(j) + yi, где  yi  ошибка измерения коор-
динаты объекта в i-й момент времени. По j-му объекту получено N j из-
мерений, i-е измерение положения j-го объекта производилось в момент 
времени tij. Ошибки измерения координат yi распределены по нормаль-
ному закону, имеют нулевые средние и одинаковую дисперсию 2И . Ко-
личество объектов Q задано.  
Необходимо найти: МНК-оценки параметров расходящихся траек-
торий (РТ), т.е. траекторий, имеющих одинаковое начальное положение 
и различную скорость  = {y0, V1, V2, … , VQ}; МНК-оценки параметров 
параллельных траекторий (ПТ), т.е. траекторий с одинаковой скоростью 
и различным начальным положением  = {y01, y02, … , y0Q, V}; СКО 
МНК (РТ) и МНК (ПТ) – оценок параметров зависимых траекторий. 
МНК-оценкой параметров траекторий является вектор [3]: 
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матрица плана [3], также называемая матрицей дифференциальных опе-
раторов [4]; хr – r-й параметр совокупности зависимых траекторий; R – 
количество параметров совокупности зависимых траекторий. 
Решением системы уравнений (1) (МНК-оценкой параметров траек-
тории) является вектор [3] 
YA)AA(ˆ T1T  .    (3) 
В ряде случаев самостоятельный интерес имеет его скалярный аналог. 
1. МНК-оценка параметров Q зависимых линейных траекторий       
с одинаковым начальным положением y01 = … = y0Q = y0 и различной 
скоростью  V1 ≠ … ≠ VQ. В данных условиях выражения (1) и (2) имеют вид:  
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Выражения для производных квадратичной формы (4) по начально-
му положению и скоростям объектов имеют вид: 
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При этом система уравнений МНК состоит из Q + 1 уравнений: 
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Согласно системе уравнений (7) МНК-оценкой параметров расхо-
дящихся траекторий по классифицированной выборке является оценка: 
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2. МНК-оценка параметров Q зависимых линейных траекторий 
с одинаковой скоростью V01 = … = V0Q = V и различным начальным 
положением y01 ≠ … ≠y0Q. При данных условиях выражения (1) и (2) 
имеют вид:  
(6) (6) 
  167 
 
 

Q
1j
N
1i
2
ij0i2
j
j
jj
tVyyW ;                       (10) 
Q21 QN2Q1QN22221N11211
Т
2
t...tt...t...ttt...tt
1...11...0...000...00
.......................................
0...00...1...110...00
0...00...0...001...11
А  . (11) 
При этом МНК-оценка параметров параллельных траекторий по клас-
сифицированной выборке измерений может быть представлена в виде: 
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3. Корреляционная матрица оценок параметров зависимых ли-
нейных траекторий Q объектов, полученных на основании совокуп-
ности классифицированных измерений. В соответствии с теоремой 
Гаусса – Маркова корреляционная матрица оценок определяется соот-
ношением [3]: 
 = 2 (АТА)-1.         (14) 
В частном случае одинакового количества равнодискретных изме-
рений положения двух объектов в одинаковые моменты времени 
(N1 = N2 = N,  t1i = t2i = ti) матрица А имеет вид 
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В соответствии с (14): 
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Корреляционная матрица не зависит от начала отсчета времени. 
Предположим, что t0 = 0. Введя обозначения: 
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выражение для элементов матрицы (16) можно записать в виде 
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Матрица А для оценок параметров двух зависимых траекторий с 
одинаковой скоростью и различным начальным положением в аналогич-
ных предположениях (равнодискретные измерения положения двух объ-
ектов в одинаковые моменты времени) имеет вид 
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Перемножив матрицы в соответствии с (14) и используя обозначе-
ния (17), получим 
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Выводы. СКО оценок параметров зависимых траекторий пропорци-
онально снижается по отношению к СКО МНК-оценок независимых тра-
екторий (1). Коэффициент пропорциональности для общих параметров за-
висимых траекторий составляет η0 = 0,5 и для уникальных параметров за-
висимых траекторий 
)1N2(4
1N5


 . Так, дисперсия оценок параметров 
двух зависимых линейных траекторий с одинаковой скоростью может 
быть определена соотношениями 20y
2
0y )constV(


, 2V
2
V 5,0)constV(


, а 
двух зависимых линейных траекторий с одинаковым начальным положе-
нием соотношениями 20y
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. При этом 
коэффициент пропорциональности η изменяется в зависимости от количе-
ства измерений от 0,7 при N = 3 до 0,625 в асимптотическом случае. 
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